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摘　要　通过使用数论佳点集理论与方 法 构 造 出 佳 点 交 叉 算 子，佳 点 集 遗 传 算 法（ＧＧＡ）具 有 更 快 的 收 敛 速 度 和 精

度，且避免了常见的早期收敛现象，但是二进制编码的佳点集遗传算法在位串长度确定的情况下无法克服二进制与实

数之间的映射误差。针对二进制编码遗传算法存在从最高位到最低位依次收敛的多米诺现象，提出含有变焦 因 子 的

佳点集遗传算法来 变 相 增 加 位 串 编 码 长 度 以 期 缩 小 该 映 射 误 差，提 高 搜 索 效 率 和 求 解 精 度。通 过 不 同 维 数 下 的

Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ测试函数的仿真结果表明，改进的算法具有全局收敛、求解精度和搜索效率高的优点。
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　　进化算法（ＥＡｓ）是一种模拟自然进化过程的全局优化算

法。作为进化计算方法 中 的 一 种，遗 传 算 法 同 传 统 的 优 化 算

法相比，对优化目标函数的形态，如可导、连续性等没有要求，

其适用范围广，鲁棒性 强，易 于 编 码 实 现 和 并 行 化，已 经 成 功

地应用于解决各种优 化 问 题。近 年 来，对 遗 传 算 法 理 论 及 其

在优化问题中的应用一直是研究的热点，针对该领域存在的

诸多问题，提出了一系列性能优秀的进化算法，佳点集遗传算

法就是其中的一种。２００１年，张铃和张钹老师 基 于 数 论 佳 点

集理论与方法，将实分圆域均匀分布的佳点映射到求解问题

的搜索空间，使得所构造的个体能在搜索空间内均匀分布，比

采用随机方式更加均匀，并在二进制编码条件下构造了佳点

交叉算子，进而诞生了“佳点集”遗传算法，为遗传算法的理论

研究开辟了一条新的路径［１］。为了增强佳点集遗传算法的普

适性，肖赤心提出了一种实数域下的佳点交叉算子，并将其用

来解决约束优 化 进 化 问 题 和 神 经 网 络 的 前 端 处 理 算 法［２，３］，

取得了满意的结果。佳 点 集 遗 传 算 法 由 于 具 有 收 敛 速 度 快、

精度高等特点而得到广泛关注，并成功地运用于解决不同领

域的优化问题［４－６］。

对于二进制编码的遗传算法，如果位串长度固定，由于不

可避免地存在实 数 域（问 题 的 求 解 域）到 二 进 制 域 的 映 射 误

差，因此即使遗传算法能够搜索到最优的二进制模式串，也将

因为映射误差的存在而损失精度；并且，如果目标函数对这种

“损失”是敏感的，那么算法的精度就会大打折扣。然而，二进

制遗传算法具有一个共同的特点：最高位先收敛，其次是次高

位，第三位等依次收敛，也即“多米诺现象”。这就使得在使用

定长染色体编码时可以通过变焦算法来提高遗传算法的搜索

效率和解的精度［７］。本文 将 变 焦 因 子 嵌 入 佳 点 集 遗 传 算 法，

构造了均匀的初始化种群。改进的算法具有更快的收敛速度

和更高的解精度，适合 于 实 际 求 解 工 程 问 题。通 过 对 函 数 优

化问题的仿真测试，并和已有的算法进行比较，结果表明本文

提出的改进算法是有效的。

１　佳点集遗传算法

１．１　佳点集基本定义与性质
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（１）设Ｇｓ 是Ｓ维欧 式 空 间 的 单 位 立 方 体，即ｘ∈Ｇｓ，ｘ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｓ），其中０≤ｘｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｓ。

（２）Ｐｎ（ｉ）＝｛（ｘ（ｎ）１ （ｉ），ｘ（ｎ）２ （ｉ），…，ｘ（ｎ）ｓ （ｉ）），１≤ｉ≤ｎ｝为

Ｇｓ 中含ｎ点的点集，其中０≤ｘｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｓ。
（３）对Ｇｓ 中的点ｒ＝（ｒ１，ｒ２，…，ｒｓ），令Ｎｎ（ｒ１，ｒ２，…，ｒｓ）

表示Ｐｎ（ｉ）中满足０≤ｘ（ｎ）ｉ （ｋ）≤ｒｉ，ｉ＝１，２，…，ｓ的 点 的 个 数。

记φ（ｎ）＝ｓｕｐｒ∈Ｇｓ
｜
Ｎｎ（ｒ）
ｎ －｜ｒ｜｜，其中｜ｒ｜＝ｒ１ｒ２…ｒｓ，则称点集Ｐｎ

（ｉ）有偏差φ（ｎ）。若 对 任 意ｎ，均 有φ（ｎ）＝ｏ（１），则 称Ｐｎ（ｉ）

在Ｇｓ上是一致分布且偏差为φ（ｎ）。
（４）令ｒ∈Ｇｓ，形为Ｐｎ（ｉ）＝｛（ｒ１×ｉ，ｒ２×ｉ，…，ｒｓ×ｉ），ｉ＝

１，…，ｎ｝的偏差φ（ｎ）满足φ（ｎ）＝Ｃ（ｒ，ε）ｎ
－１＋ε，其中Ｃ（ｒ，ε）是

只与ｒ，ε有关的常 数，ε为 任 意 小 的 正 数，则 称Ｐｎ（ｉ）为 佳 点

集，ｒ为佳点。

（５）取ｒｋ＝２ｃｏｓ（２πｋ／ｐ），１≤ｋ≤ｓ，ｐ是 满 足（ｐ－３）／２≥ｓ
的最小素数，则ｒ为佳点。取ｒｋ＝ｅｋ，１≤ｋ≤ｓ，则ｒ也 是 佳 点

（分圆域）。

定理１　令Ｐｎ（ｉ）（ｉ＝１，…，ｎ）具有偏差φ（ｎ），ｆ∈Ｂｓ，则

｜∫
Ｇｓ

ｆ（ｘ）ｄｘ－１ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
ｆ（Ｐｎ（ｋ））｜≤Ｖ（ｆ）φ（ｎ）（＊），其中Ｂｓ 为

ｓ维囿变圆类，Ｖ（ｆ）是ｆ的全变差。

定理２　若（＊）对 所 有ｆ∈Ｂｓ 都 成 立，则Ｐｎ（ｉ）（ｉ＝１，
…，ｎ）为有偏差不超过φ（ｎ）的点集。

定理３　若ｆ（ｘ）满 足｜ｆ｜≤Ｌ，ｆｘｉ ≤Ｌ（ｉ＝１，…，ｓ），

２　ｆ
ｘｉｘｊ ≤Ｌ（１≤ｉ≤ｊ≤ｓ），…， ｓｆ

ｘ１…ｘｓ ≤Ｌ，用给定的ｎ

点的函数值构成的任何加权和来近似计算函数ｆ｜ｘ｜在Ｇｓ 上

的积分，误差都不能希望比Ｏ（ｎ－１）更小。这个性质正是 上 面

点集称为“佳点集”的由来。

因此，使用佳点 集 来 进 行 近 似 积 分，误 差 的 阶 仅 与ｎ有

关，而与空间的维数ｓ无关，这对高维的近似计算提供了一个

非常优越的算法。若限 定 取ｎ点，用 这 些 点 的 函 数 值 线 性 组

合来近似对应的积分值，佳点集方法提供了一个最好的方法。

钟开莱、Ｋｉｅｆｅｒ定理［８］提 供 了 为 什 么 用 佳 点 集 法 能 够 更

快收敛的理论依据。

１．２　佳点集遗传算法

张铃老师提出的经典佳点集遗传算法是在简单遗传算法

中使用经佳点思想改造 过 的“佳 点 交 叉 算 子”，在 收 敛 性 和 解

的精度方面均取得了很好的效果。

这里继续利用佳点思 想 引 入 佳 点 交 叉 算 子，并 提 出 两 点

改进：一是利用佳点集思想构造均匀的初始群，以克服随机法

生成种群的不确定性；另一点就是利用混合遗传算法交叉思

想改造交叉过程，以期克服经典佳点集遗传算法交叉过程中

染色体数目减少的不足［１，９］。

编码和初始种群设计：设种群规模为Ｎ 的染色体集合为

Ａ，ＡｉＮ＝｛ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｓ｝，ｉ＝１，…，Ｎ。首 先 在Ｓ维 欧 式 空 间

Ｈ 中取Ｎ 点的佳点集ＰＮ（ｉ）＝｛｛ｒ１×ｉ｝，｛ｒ２×ｉ｝，…，｛ｒｓ×
ｉ｝｝，ｉ＝１，…，Ｎ，其中ｒｋ＝｛２ｃｏｓ（２πｋ／ｐ）｝，１≤ｋ≤ｓ，ｐ是 满

足（ｐ－３）／２≥ｓ的最小素数，｛ａ｝表示ａ的小数部分。

根据实际问题的不同，可选的编码方式有３种：

（１）当ａｉｋ（ｋ＝１，２，…，ｓ，ｉ＝１，…，Ｎ）为一位二进制时，取

ａｉｋ＝［｛ｒｋ×ｉ｝］，［ａ］表 示ａ的 小 数 部 分 小 于０．５时 取０，否 则

取１；

（２）当ａｉｋ（ｋ＝１，２，…，ｓ，ｉ＝１，…，Ｎ）为ｍ位二进制时，取

ａｉｋ＝αｋ＋｛ｒｋ×ｉ｝×（βｋ－αｋ），这 里αｋ≤ａｉｋ≤βｋ，然 后 根 据 二 进

制编码方法将ａｉｋ 映射为二进制；

（３）当ａｉｋ（ｋ＝１，２，…，ｓ，ｉ＝１，…，Ｎ）为实数编码时，取ａｉｋ＝

αｋ＋｛ｒｋ×ｉ｝×（βｋ－αｋ），αｋ≤ａ
ｉ
ｋ≤βｋ。

下面是用佳 点 集 法 和 随 机 法 生 成 的 初 始 种 群 均 匀 性 对

比，佳点集法优势很明显，如图１和图２所示。

　图１　佳点集法生成Ｎ＝４００的

二维种群分布

　图２　随机法生成Ｎ＝４００的二

维种群分布

交叉算子设计：对染 色 体 池 中 的 每 个 染 色 体Ａｉ（１≤ｉ≤
Ｎ），随机产生另一染 色 体Ａｊ（１≤ｉ，ｊ≤Ｎａｎｄ　ｉ≠ｊ　ａｎｄ　ｍｏｄｅ
（ｉ）≠ｍｏｄｅ（ｊ））作为与Ａｉ 交配的父本，若Ａｉ＝｛ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｓ｝

且Ａｊ＝｛ａｊ１，ａｊ２，…，ａｊｓ｝，Ｊ是Ａｉ 和Ａｊ 的分量不同位置集合Ｊ＝
｛ｔ｜ａｉｔ≠ａｊｔ，１≤ｔ≤Ｌ｝。记Ｊ的元素为ｔ１，ｔ２，…，ｔｓ，且ｔ１＜ｔ２＜…

＜ｔｓ，Ｓ维空间取 佳 点ＰＮ（ｉ）＝｛｛ｒｔ１×ｉ｝，｛ｒｔ２×ｉ｝，…，｛ｒｔｓ×
ｉ｝｝，ｉ＝１，…，Ｎ，ｒｔｋ＝｛２ｃｏｓ（２πｋ／ｐ）｝，１≤ｋ≤ｓ，ｐ是 满 足（ｐ－
３）／２≥ｓ的最小素数，｛ａ｝表示ａ的小数部分。

令Ｂｋ＝｛ｂｋ１，ｂｋ２，…，ｂｋＬ｝为交叉后产生的子代染色体，则

ｂｋｍ＝
ａｉｍ， ｍＪ

ｒｔｊ×｛ ｝［ ］ｋ ， ｍ＝ｔｊ∈｛ Ｊ

式中，ｋ＝１，…，Ｎ，ｍ＝１，…，Ｌ，ｊ＝１，…，ｓ。

简单来说，佳点交叉算子的意义在于：子代保持双亲共同

的基因（认为双亲在同 一 基 因 位 上 持 有 的 相 同 基 因 为 优 秀 基

因）、不同的基因将由 取 佳 点 法 产 生，使 得 子 代 能 更 好 地 继 承

父代的优秀特征。

佳点交叉算子使得产生的新个体在局部搜索空间呈均匀

分布，但是如果单位空间内的个体太稀疏（与种群规模设置有

关），搜索效率就不明 显。实 验 证 明，单 纯 采 用 佳 点 交 叉 算 子

在搜索空间较大而个体较稀疏的情况下效果并不理想［２］。那

么，如何有效地 缩 小 搜 索 空 间，从 而 相 对 增 加 个 体 的 分 布 密

度，显得 很 重 要。这 里，引 入 改 进 的 预 交 叉 算 子（ｐｒｅ－ｃｒｏｓｓ－
ｏｖｅｒ　ｏｐｅｒａｔｏｒ），对选中父 代 双 亲Ｐ１，Ｐ２ 进 行 预 交 叉，并 产 生

两个中间个体Ｔｅｍｐ１，Ｔｅｍｐ２ 作为交叉算子 的 输 入。经 过 预

交叉算子的改造，由 中 间 个 体Ｔｅｍｐ１ 和Ｔｅｍｐ２ 之 间 的 相 同

维（这里的维数取决于实际优化问题的变量数目，如对单变量

问题维数为１）决 策 变 量 所 确 定 的 长 度 空 间 是 原 个 体 决 定 的

Ｐ１ 和Ｐ２ 所确 定 空 间 的１／２（即 在 下 面 的 算 法 中，参 数ｒ取

０．５）。预交叉算子执行过程如下：

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｔｅｍｐ１，Ｔｅｍｐ２］＝ｐｒｅ－ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ（Ｐ１，Ｐ２）／／Ｐ１，Ｐ２ 是 从

染色体池中选中的待交叉双亲，维数为ｓ，Ｐ１，Ｐ２，Ｔｅｍｐ１ 和Ｔｅｍｐ２ 可

分别表示为（ｘＰ１１ ，ｘ
Ｐ１
２ ，…，ｘ

Ｐ１
ｓ ），（ｘ

Ｐ２
１ ，ｘ

Ｐ２
２ ，…，ｘ

Ｐ２
ｓ ），（ｘ

Ｔｅｍｐ１
１ ，ｘＴｅｍｐ１２ ，

…，ｘＴｅｍｐ１ｓ ）与（ｘＴｅｍｐ２１ ，ｘＴｅｍｐ２２ ，…，ｘＴｅｍｐ２ｓ ）。

Ｆｏｒ　ｉ＝１ｔｏ个体的维数ｓ　Ｄｏ

ｘＴｅｍｐ１ｉ ＝ｒ×ｘｐ１ｉ ＋ （１－ｒ）×ｘ
ｐ２
ｉ ；
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Ｉｆ　ｒａｎｄ＞０．５

　　ｘＴｅｍｐ２ｉ ＝ｘｐ１ｉ ；

Ｅｌｓｅ

　　ｘＴｅｍｐ２ｉ ＝ｘｐ２ｉ ；

Ｅｎｄ　Ｉｆ

Ｅｎｄ　Ｆｏｒ

Ｅｎｄ

针对二进制编码，预交 叉 算 子 在 进 行 操 作 的 时 候 增 加 两

步：从二进制到实数的映射和逆映射。这个过程相对简单，不

会影响算法复杂度。由此，整个交叉过程如图３所示。

图３　交叉算子执行过程

２　变焦算法

基于二进制编码的佳 点 集 遗 传 算 法 解 的 收 敛 性 遵 从“多

米诺”规律，即从高位 到 低 位 依 次 收 敛，那 么 进 化 算 法 在 迭 代

过程中，高ｎ（１≤ｎ≤ｌｅｎｇｔｈ（ｃｈｒｏｍｏｓｏｍｅ））位出现某个一致模

式（不妨用ｍｏｄｅ＿ｆｏｒ＿ｚｏｏｍ 表 示 相 同 的 高 位 基 因）的 染 色 体

数目将越来越多。当数 目 占 种 群 规 模 达 到 一 定 比 例 时，可 以

认为最优解个体的高ｎ位 属 于 该 模 式。这 时，如 果 种 群 继 续

在全部区间内搜索，那么既不能提高解的表示精度，也不能提

高搜索效率，同时这种搜索也是对资源的浪费。这时，为遗传

算法加入变焦 因 子，将 相 同 的 高 位 基 因ｍｏｄｅ＿ｆｏｒ＿ｚｏｏｍ 取

出，带入解码公式，并给 染 色 体 补 充 新 的 基 因，使 得 在 染 色 体

位串长度不变的情况下能提高算法的解的精度和搜索效率。

下面简单介绍变焦算法的过程。

定义１　｛０，１，＊｝ｌ 每个字符串称为｛０，１｝ｌ 的一个模式。

例如：０１＊＊１是｛０，１｝５ 的一个模式，将＊换成０或１后

所得０１００１，０１０１１，０１１０１，０１１１１是 与 这 个 模 式 相 匹 配 的 样

本，所以模式描述了一些（０，１）字符串在结构上的相似性。

定义２　模式Ｈ 从左起连续有ｐ个确定位，则 把 此 模 式

称为Ｈｌｐ（Ｓ），Ｓ表示ｐ个确定的位串，ｌ表示位串的总长度。

例如：位串１１０１＊＊＊属 于 Ｈ７４（１１０１），＊表 示 待 定 位

（可以是０或１），１１０１表示确定的位串。

为表达方便，不失一般性，假设问题空间中变量ｘ数值区

间为［ａ，ｂ］，ｘ的编码为二进制位串，即ｘ＝ｈｌｈｌ－１…ｈ２ｈ１，将每

个位串的ｌ个位置从右到左依次称为第１位、第２位、…、第ｌ
位，在标准遗传算法中ｘ的解码公式为

ｘ＝ａ＋（∑
ｌ

ｉ＝１
ｈｉ２ｉ－１）ｂ－ａ２ｌ－１

表示精度为ｂ－ａ
２ｌ－１

。当ｈｌ 位 数 值 发 生 改 变 时，表 示 问 题 空 间

的一次迁徙。明显地，迁徙距离为

２ｌ－１

２ｌ－１
（ｂ－ａ）

若高ｐ位已确定，那么 最 优 解 的 范 围 即 可 大 致 确 定。设

ｐ＝３，且Ｈｌｐ（Ｓ）＝ Ｈｌ３（００１）＝００１＊＊…＊，那 么ｘ的 范 围

将确定在００１～０１０，如图４所示。

图４　寻优区间分解

若最优解位于００１～０１０之 间，那 么 表 示 最 优 解ｘ＊ 的 模

式为Ｈｌ３（００１）（称为左模式［１０］）。这样，遗传算法经过多次迭

代以后，适应度最大的个体将属于左模式。陆续地，适应度次

高、第三高…的个体也 将 属 于 左 模 式。若 将 种 群 中 个 体 按 照

适应度从高到低排列，则排在最 前 面 且 属 于 左 模 式 的 个 数 Ｍ
（ｇｅｎ）将随着迭代次数ｇｅｎ的 增 加 而 增 加。当ｇｅｎ达 到 或 超

过门限Ｋ 且Ｍ（ｇｅｎ）占种群规模Ｎ 的比例超过α（α为阻尼因

子）时，根据模式定理，个 体 适 应 度 较 高 且 属 于 左 模 式 的 个 体

将随着迭 代 次 数 的 增 加 而 增 多，基 本 上 可 以 断 定 最 优 解 在

００１～０１０之间。此时 若 继 续 在 整 个［ａ，ｂ］区 间 搜 索，既 不 能

提高解的表示精度，也不能提高搜索效率，同时这种搜索也是

对资源的浪费。

当断定最优解属于模 式 Ｈｌｐ（Ｓ）时，可 以 实 行 变 焦，其 目

的在于把ｘ的 搜 索 范 围 缩 小 为 原 来 的１／２ｐ。具 体 操 作 过 程

为：选择最优的βΝ（β称 为 吐 故 纳 新 率［１０］，０＜β＜α），并 将 这

些个体的相同最高ｐ位基因 存 储 到 编 码 公 式 中，其 余 各 位 的

基因左移ｐ位，用随机数填满空出的位置。

随着变焦因子的引入，势必导致原先解码公式的改变，这

里将给出最一 般 情 况 下，也 即 进 行ｉ次 变 焦 后 的 解 码 公 式。

关于解码前后数值的 对 应 性，刘 守 生 等 已 经 在 文 献［１０］中 给

出了证明，不再赘述。

设Ｈｌｐ（Ｓ）为变焦的模式，则 待 变 焦 的βＮ 个 个 体 的 最 高

Ｓ位相同。设第ｉ次 变 焦 前，待 变 焦 的 模 式 也 即 最 优 个 体 的

前ｐｉ 位中第ｊ位的基 因 记 为Ｓｉ，ｊ（ｊ＝ｌ，ｌ－１，…，ｌ－ｐｉ＋１），

其中ｐｉ 表示第ｉ次变焦的位数。并设Ｑｉ，ｋ为第ｉ次变焦后个

体在第ｋ位上的基因。

那么，经过一次变焦之后，解码公式为

ｘ＝ａ＋ （∑
ｐ１

ｊ＝１
Ｓ１，ｌ－ｊ＋１２ｌ－ｊ）

ｂ－ａ
２ｌ－１＋

（∑
ｌ

ｋ＝１
Ｑ１，ｋ２ｋ－１） ｂ－ａ

２ｐ１（２ｌ－１）

经过ｉ次变焦之后（变焦位数小于等于ｌ），解码公式为

ｘ＝ａ＋ ｂ－ａ２ｌ－１
（∑
ｐ１

ｊ＝１
Ｓ１，ｌ－ｊ＋１２ｌ－ｊ＋∑

ｐ２

ｊ＝１
Ｓ２，ｌ－ｊ＋１２ｌ－ｐ１－ｊ＋…＋

∑
ｐｉ

ｊ＝１
Ｓｉ，ｌ－ｊ＋１２

ｌ－ ∑
ｉ－１

ｍ＝１
ｐｍ－ｊ）＋（∑

ｌ

ｋ＝１
Ｑｉ，ｋ２ｋ－１） ｂ－ａ

２
∑
ｉ

ｍ＝１
ｐｍ　２ｌ（ ）－１

如果变焦位数大于ｌ，解码公式为

ｘ＝ａ＋ ｂ－ａ

２
∑
ｉ

ｍ＝１
ｐｍ－１

（∑
ｐ１

ｊ＝１
Ｓ１，ｌ－ｊ＋１２ｌ－ｊ＋∑

ｐ２

ｊ＝１
Ｓ２，ｌ－ｊ＋１２ｌ－ｐ１－ｊ＋

…＋∑
ｐｉ

ｊ＝１
Ｓｉ，ｌ－ｊ＋１２

ｌ－ ∑
ｉ－１

ｍ＝１
ｐｍ－ｊ）＋（∑

ｌ

ｋ＝１
Ｑｉ，ｋ２

ｋ－１
）

ｂ－ａ

２ ∑
ｉ

ｍ＝１
ｐｍ（２ｌ－１）

可以看 出，经ｉ次 变 焦 以 后，ｘ的 精 度 为 ｂ－ａ

２
∑
ｉ

ｍ＝１
ｐｍ（２ｌ－１）

。

也就是说，变焦因子能够使得在保持个体位串长度不变的前

提下大幅提高解的精度。

３　变焦佳点集遗传算法

近年来，变焦算法已经 被 大 量 用 来 提 高 基 于 二 进 制 编 码
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条件进 化 算 法 的 收 敛 速 度 和 解 的 精 度，取 得 了 良 好 的 效

果［１０－１２］。

在佳点集遗传算法中 嵌 入 变 焦 因 子，可 以 进 一 步 改 善 其

收敛性能，提高解的精度。算法流程如图５所示。

图５　变焦佳点集遗传算法流程

根据变焦因子的特点，合理选 择 变 焦 参 数Ｋ，α和β对 算

法取得预期效果显得很重要［７］。Ｋ和α用来保证最优解和种

群中最优的αＮ 个个体属于同一个模式，如果Ｋ 和α选择 过

大，搜索效率不高；如果 选 取 过 小，最 优 解 和 种 群 中 的 最 优 个

体属于同一个模式的概率变小；当Ｋ→＋∞时，算法编程是纯

粹的佳点集遗传算法，失 去 变 焦 的 意 义。变 焦 模 式 是 由 种 群

中最优的αＮ 个个体决定的。参数β是用 来 保 留 种 群 的 重 要

信息给下一代，β过大，种 群 多 样 性 变 差；β过 小，使 得 不 能 很

好地继承父代种群的有用信息。

４　算法测试

４．１　一维函数优化问题测试

选择文献［１０］采用的两个测试函数。函数的描述如下：

１）ｆ１（ｘ）＝｜１６－（ｘ －６）２ｓｉｎｘ｜，ｘ∈［０，１６］，最 优 解 为

ｆ１（ｘ＊）＝５２．１６６６，ｘ＊＝１４．３７１７；

２）ｆ２（ｘ）＝｜ｃｏｓ（７πｘ）｜－２（ｘ－０．４５）２，ｘ∈［０，１］，最优解

为ｆ２（ｘ＊）＝０．９９９１，ｘ＊＝０．４２８７。

定义全局收敛标准：给定ε，在 一 定 迭 代 次 数 内 算 法 的 收

敛值ｘ满足｜ｘ－ｘ＊｜≤ε。ｘ＊ 为全局最优解。

测试１　取ε＝０．０１，设定最大迭代次数为１００，通过２００
次实验，比较不同算法的收敛性。

测试２　限定进化 代 数 为１５，通 过１０００次 实 验，比 较 不

同算法解的精度。

为了能够在相同的 实 验 条 件 下 做 比 较，编 码 长 度ｌ和 种

群规模Ｎ 以及Ｋ，α和β的 选 择 与 文 献［１０］保 持 一 致。具 体

参数的选择如表１所列，其中ＺＧＧＡ表示变焦佳 点 集 遗 传 算

法。

表１　变焦佳点集遗传算法参数设置

函数 ｌ　 Ｎ　 Ｋ α β
ｆ１ １２　 ３０　 ５　 ０．３　 ０．２
ｆ２ １２　 ３０　 ６　 ０．４　 ０．２

算法 的 测 试 结 果 如 表２所 列，其 中ＴＧＡ表 示 简 单 遗 传

算法［１０］，ＺＧＡ表示变焦遗传算法［１０］（即每次实行变焦仅针对

个体位 串 的 最 高 位 进 行），ＥＺＧＡ 表 示 改 进 的 变 焦 遗 传 算

法［１１］（即每 次 实 行 变 焦 的 基 因 位 数 随 种 群 实 际 情 况 而 定），

ＨＡ表 示ＰＢＩＬ（Ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ－Ｂａｓｅｄ　Ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ　Ｌｅａｒｎｉｎｇ）算 法

和变焦算法相结合的混合算法［１２］。

表２　６种算法的性能比较

函数 算法 平均进化代数 平均误差

ｆ１

ＴＧＡ　 ９５．００　 ０．１０９６
ＺＧＡ　 １４．００　 ０．００９１
ＥＺＧＡ　 ９．５７　 ０．００９６
ＰＢＩＬ　 ７．１９　 ０．００１７
ＨＡ　 ５．５１　 ０．０００４
ＺＧＧＡ　 ３．７８　 ０．０００２４

ｆ２

ＴＧＡ　 ７２．００　 ０．０２６５
ＺＧＡ　 ９．００　 ０．００２８
ＥＺＧＡ　 ７．６４　 ０．０００２
ＰＢＩＬ　 ６．３０　 ０．００１４
ＨＡ　 ３．７１　 ０．００１２
ＺＧＧＡ　 ２．５１　 ０．０００１２

实验结果表明，嵌入变 焦 因 子 的 佳 点 集 遗 传 算 法 在 收 敛

速度和解的精度方面具有良好的效果。

４．２　多维函数优化问题测试

对于采用二进制编码的多维函数优化问题ｆ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，

…，ｘｎ）（ｘｉ∈［ａｉ，ｂｉ］），其 个 体 编 码 可 采 用 累 积 二 进 制 序 列 方

式，即假设ｘｉ 由长度 为ｌｉ 的 位 串ｈｉ（ｈｉ＝ｈｉｌｉｈ
ｉ
ｌｉ－１
…ｈｉ１）表 示，

那么整个染色体（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）就可以表示为

ｈ１ｌ１ｈ
１
ｌ１－１
…ｈ

烐烏 烑
１
１

ｈ１

ｈ２ｌ２ｈ
２
ｌ２－１
…ｈ

烐烏 烑
２
２

ｈ２

…ｈｎｌｎｈ
ｎ
ｌｎ－１
…ｈｎ

烐烏 烑
１

ｈｎ

对于多维变量函数的变焦问题，可对每个变量分别进行，

其变焦过程完全类似于一维变量函数优化问题。

采用文献［１２］的４个Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ测试函数，描述如下。

１）Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ－Ｐｒｉｃｅ函数

Ｆ１（Ｘ）＝［１＋（ｘ１＋ｘ２＋１）２（１９－１４ｘ１＋３ｘ２１－１４ｘ２＋

６ｘ１ｘ２＋３ｘ２２）］［３０＋（２ｘ１－３ｘ２）２（１８－３２ｘ１＋１２ｘ２１＋４８ｘ２－

３６ｘ１ｘ２＋２７ｘ２２）］，ｘ１，ｘ２∈［－２，２］，ｍｉｎＦ１（Ｘ＊）＝３，Ｘ＊ ＝
（ｘ１，ｘ２）＝（０，－１），另有３个局部最小值。

２）Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ’ｓ函数

Ｆ２（Ｘ）＝∑
２

ｉ＝１
［ｘ２ｉ－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１０］，ｘｉ∈ ［－５．１２，

５．１２］，ｍｉｎ　Ｆ２（Ｘ＊）＝０，Ｘ＊＝（ｘ１，ｘ２）＝（０，０）

３）Ｂｒａｎｉｎ函数

Ｆ３（Ｘ）＝［ｘ２ －
５．１ｘ２１
４π２

＋５ｘ１π －６］２ ＋１０　１－１８（ ）π ｃｏｓ
ｘ（ ）１ ＋１０，ｘ１∈ ［－５，１０］，ｘ２∈ ［０，１５］，有３个 全 局 最 小 值

点０．３９７８８７，位 于（－π，１２．２７５），（π，２．２７５），（９．４２４７８，

２．４７５）。

４）Ｓｉｘ－Ｈｕｍｐ　Ｃａｍｅｌ－Ｂａｃｋ函数

Ｆ４（Ｘ）＝４ｘ２１－２．１ｘ４１＋ｘ６１／３＋ｘ１ｘ２－４ｘ２２＋４ｘ４２，ｘｉ∈ ［－

５，５］，最 优 解 为Ｆ４（Ｘ＊）＝－１．０３１６２８５，位 于（－０．０８９８３，

０．７１２６）或（０．０８９８３，－０．７１２６）。

为了与现存算法进 行 比 较，采 用 与 文 献［１２］相 同 的 变 焦

参数，具体设置如表３所列。

表３　多维优化时变焦佳点集遗传算法参数设置

函数 ｌ　 Ｎ　 Ｋ α β
Ｆ１ ２×１０　 ２００　 １５　 ０．２　 ０．２
Ｆ２ ２×１０　 ３００　 １０　 ０．２　 ０．２
Ｆ３ ２×１０　 ３００　 １０　 ０．２　 ０．２
Ｆ４ ２×１０　 ２００　 １５　 ０．４　 ０．２

　　注：２×１０表示两个变量，每个１０位二进制。

其中，遗传算法的参 数 设 置 为Ｐｃ＝０．７，Ｐｍ＝０．２。按 照

上面的参数设置，分别考查迭代５０，１００，１５０次后的函数最优

·７９１·



解。独立实验４００次，统计 各 测 试 函 数 最 优 解 的 平 均 值 和 均 方差。算法测试结果如表４所列。

表４　Ｆ１－Ｆ４ 测试结果比较

函数 算法
５０代 １００代 １５０代

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

Ｆ１

ＳＧＡ　 ３．００６４３４　 ０．００７５４１　 ３．００２８２５　 ０．００１８１１　 ３．００２４２１　 ０．００１５０５
ＰＢＩＬ　 ３．００５３４４　 ０．０１２１０６　 ３．００１６９８　 ０．００１２００　 ３．００１４８２　 ０．００００８３
ＨＡ　 ３．００２６４０　 ０．０１００９２　 ３．０００３５１　 ０．００００８６　 ３．０００１８０　 ０．００００８１
ＺＧＧＡ　 ３．０００５１１　 ０．０００８４４　 ３．０００１２２　 ０．０００２２８　 ３．０００１０６　 ０．０００２０９

Ｆ２

ＳＧＡ　 ０．４０５２１４　 ０．４６７３０２　 ０．１７５８４３　 ０．３６５４２１　 ０．１２９４７１　 ０．３６０１１２
ＰＢＩＬ　 ０．０７６９１０　 ０．１５６８５２　 ０．０１４４６７　 ０．０９６６３９　 ０．０１３４５３　 ０．０４４９８０
ＨＡ　 ０．０６６０７２　 ０．１５１４１９　 ０．０１００３９　 ０．０５０４４０　 ０．００５６１４　 ０．００３７８１
ＺＧＧＡ　 ０．００７５５３　 ０．００３０５２　 ０．００４００１　 ０．００３５９５５　 ０．００２５１６　 ０．００３１４２

Ｆ３

ＳＧＡ　 ０．４１０７５４　 ０．００４２０７　 ０．３９８５２７　 ０．００１５１６　 ０．３９８１２０　 ０．０００４１２
ＰＢＩＬ　 ０．３９８０７２　 ０．０００１９２　 ０．３９８０１９　 ０．０００２２７　 ０．３９７９９２　 ０．００００８５
ＨＡ　 ０．３９７９２１　 ０．００００９６　 ０．３９７８９５　 ０．０００００８　 ０．３９７８９３　 ０．０００００７
ＺＧＧＡ　 ０．３９７９０９　 ０．００００６３　 ０．３９７８９２６　 ０．０００００７６　 ０．３９７８９１９　 ０．００００００３

Ｆ４

ＳＧＡ －１．０２１４１７　 ０．０１８１８１ －１．０２３１２４　 ０．０１７２１０ －１．０２４９１１　 ０．０１３５０７
ＰＢＩＬ －１．０３０２９４　 ０．００４３７６ －１．０３０６３１　 ０．００２６５０ －１．０３０７８２　 ０．００２８００
ＨＡ －１．０３０８５２　 ０．００２５００ －１．０３１４５８　 ０．００１６４８ －１．０３１６１２　 ０．０００１４３
ＺＧＧＡ －１．０３１３９５　 ０．０００４７６ －１．０３１４９８　 ０．０００２６９ －１．０３１５８０　 ０．００００５２

　　从测试结果知，嵌入变焦因子的佳点集遗传算法在收敛

速度和解的精度方面明显优于 目 前 各 算 法。与ＰＢＩＬ算 法 相

比，ＺＧＧＡ算法无需 通 过 复 杂 的 测 试 来 选 择 相 关 参 数［１２］，鲁

棒性较强。对测试函数Ｆ４，ＺＧＧＡ算法在１５０次迭代时性能

稍弱于 ＨＡ算法，但是解的稳定性很好。

函数Ｆ４ 在 区 间 内 部 较 小 区 域 内 拥 有 多 个 局 部 最 小 值

点，这就要求算法在迭代过程中要有足够的能力跳出局部最

优解，从而避免早熟现 象。可 能 的 做 法 就 是 利 用 佳 点 集 遗 传

算法的快速收敛性，提 高 变 焦 的 频 率。另 外 建 立 合 适 的 适 应

度函数，使 不 同 的 解 之 间 拥 有 较 高 的 区 分 度，也 是 很 重 要

的［１３］。为此经多次实验，重新设置进化参数如表５所 列。函

数Ｆ４ 在修订的参数下测试结果如表６所列。实验证明，新的

参数设置是有效的。

表５　测试函数Ｆ４ 优化参数设置

函数 Ｐｃ Ｐｍ ｆ α β

Ｆ４ ０．８　 ０．１ ２
（）Ｆ＋１－ｍｉｎ Ｆ ０．１８ ０．１８

　　　　注：ｍｉｎ（Ｆ）表示每代中最小的目标函数值。

表６　函数Ｆ４ 测试结果

５０代 １００代 １５０代

平均值 －１．０３１５６１ －１．０３１６０１ －１．０３１６０８
标准差 ０．００００８１　 ０．００００３８　 ０．００００２１

结束语　佳点集理论提供了一种在解空间均匀取点的方

法，并且佳点集的构造具有与空间维数无关的优秀性质，以此

形成的佳点集遗传算法相对传统遗传算法具有收敛速度快和

精度高等特点。变焦算 法 针 对 二 进 制 进 化 计 算 中 存 在 的“多

米诺现象”，能够在保 持 串 长 不 变 的 条 件 下，不 断 地 存 储 迭 代

信息，明显地提高了收 敛 速 度 和 解 的 精 度。本 文 将 二 者 结 合

起来，提出了一种带有 变 焦 因 子 的 佳 点 集 遗 传 算 法。实 验 结

果表明，该算法具有全局收敛、收敛速度快速和解的精度高等

优点，是一种求解高精度优化问题的理想算法。
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